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Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz egyenl6tlenség és valtozatai

\/a%+a§+...+ag\/b§+b§+...+bg2a1b1+a262+...+anbn
e Nemnegativ szamokra

Vi +as+ .. 4 an)(by +bo+ ...+ by) > arhy + Vashy + ...+ anby,

avagy Osszegek mértani kozepe legalabb akkora, mint a mértani kozepek Osszege

e Nemnegativ ay,...,a, és pozitiv x, ..., x, esetén

2 2 2 2
a a a; a; +az+...+ay
i T 2(1 E )

X1 To T x|y +axo+...+x,

(Engel-féle alak, Titu-lemma stb.)

Holder egyenléGtlenség és valtozatai
° p,q>1és%+%:1; a1, ..., Qp, b1, ... by >0
(@2 +al+ ... +ar) P (B0 + .+ b)) > aby + aghy + .. + anby
o wi,wy >0, w +we=1;ay,...,a,,b1,...,0, >0

(@ +as+ ...+ a,)" (by + by + ... +0,)" > ai* b7 + a3 by? + ... + a;)' b,

avagy Osszegek sulyozott mértani kozepe legalabb akkora, mint a stilyozott mértani koézepek
0sszege

e Ugyanezek tobb sorozattal (tablazatos Holder)

Muirhead-egyenlStlenség

Ha
e >...>x, (>0), y1> ...y, (=0), T4 ...+ T =1+ ...+ Yn,
e minden 1 <k <n-rexy+...4+xx =y +...+yr (az (x;) sorozat "majoralja" az (y;) sorozatot)
® aj,...,a, >0 (>0)

akkor

Ay = (ai}l) e a;”*(n) atlaga az Osszes o permutaciora) > A, . = (ai’_l(l) . ~aZ’En) atlaga).

Schur-egyenlétlenség
e Ha x,y, 2 > 0 és n pozitiv egész, akkor
" —y)r—2)+y"(y—2)y—2)+ 2"z —2)(z —y) 2 0.
o Altl: Negativ n-re is igaz.
o Alt2: Ha a,b,c >0 és x,y,z > 0 ugyanolyan vagy ellentétes sorrendben van rendezve, akkor
alr —y)(x—2)+b(y —2)(y —x) +c(z —2)(z —y) 2 0.
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Nesbitt-egyenl6tlenség (allatorvosi 16): Tetszbleges a, b, ¢ > 0 szamokra

a n b . c >3
b+c¢ c4+a a+b 2

Kozepek

Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c > 0, akkor

a n b n c > 1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab

(IMO 2001/2)

A /1 4 8z alaku Gsszegeket kellemetlen feliilr6l becsiilni. Alulrél becsiilni sokkal kénnyebb lenne, pl. a stulyozott
szamtani-mértanibol /14 8z > 3z%9. Szorozzuk at a bizonyitandé egyenlGtlenséget, és emeljiink négyzetre,

ezzel megszabadulunk a kellemetlen fels§ becslésektdl.

Linearis becslés

Legyenek a és b olyan pozitiv valos szdmok, melyekre a® + b* = 2. Igazoljuk, hogy

1 + 1 > 2
2—3a 2-3b

(KéMaL C. 1751.)

Legyenek a, b, ¢ és d olyan nemnegativ valés szamok, amelyekre a + b+ c+d = 1. Bizonyitsuk

be, hogy | . . .

a2+1+62~|—1+02—|—1+d2+1

7
> —.
-2

(KoMaL B. 5289.)

Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij
Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c,d > 0, és a + b+ ¢+ d = 1, akkor

a? b? c? d?

a+b+b+c+c+d+d+a

1
> —.
-2

(Ir versenyfeladat, 1999)

Legyenek xq, xa, . . ., Toge3 paronként kiilonbozd pozitiv valds szamok, melyekre fennall, hogy
1 1 1
an =f(t1+x2+ ... +z0) | —+—+...+ —
T X Tn

egész szam minden n = 1,2, ..., 2023 esetén. Mutassuk meg, hogy asges > 3034. (IMO 2023 /4)
x,1, z pozitiv szamok. Biz.be:

2 2 2
2z + xy 2y° 4+ yz 22+ zx -

Wt ver+2?  (etymta)l @t iErylo
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(%) Legyenek ay,as,...,aj pozitiv szdmok, amelyekre a? + a3 + ... + a3y, = 1 teljesiil. Bi-
zonyitsuk be, hogy

V2
a%-a2+a§-a3+...+a%00-a1<—.

3
(IMO Shortlist 2007/A6)

A jobboldalon \/5/3 ~ 0,4714, az éles érték 0.4514 koriil van, ez egy olyan sorozattal érhetd el, amikor egy
viszonylag nagy érték gyoran lecseng: aq ~ 0,5873, as ~ 0,6771, a3z ~ 0,4224, a4 ~ 0,1344, a5 ~ 0,0133, ...

A Cauchy—Schwarzbdl konnyi a 1/2 fels6 becslés, de a javitas, bar az is csak Cauchy—Schwarzot hasznal,

meglep&en nehéz. A Shortlistben leirtam egy tovabbi javitast, amivel kb. 0.4589 jon ki.

Holder
Igazoljuk, hogy ha a,b,c,d > 0, és a + b+ ¢+ d = 2, akkor

a3/? b3/2 3/2 d3/2 /3
+ + + > V2.
va+b Vb+c Ve+d d+a

Az x,y, z pozitiv szdmokra xyz = 1. Bizonyitsuk be, hogy

x3 y3 23

T+t Tx20+2) T 0x0ity =1

w

(IMO feladatjavaslat, 1998)

Addig kell nézni, amig ra nem joviink, hogy a feladat trivialis a tablazatos Holderbdl.

Schur, Muirhead

Egy haromszog oldalainak hossztisaga a, b, c. Tegyiik fel, hogy fennall a? + b + ¢* = ab*c?.
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1, ¢s egyenl6ség csak az egyenld oldala

Bizonyitando, hogy a haromszog teriilete legfeljebb
haromszog esetében lehetséges. (KoMaL B. 5402.)

a, b, ¢ pozitiv szamok. Biz.be:

1 1 1 9
>
4a? — ab + 4b? +4b2—bc+402 +402—c&+4a2 — T(a?+ b+ ?)

Egy haromszog oldalai a, b, c. Bizonyitsuk be, hogy

vb+c—a n ve+a—b n va+b—c <3
VBt ve—va  Vetrva-vh atVbo e

(IMO Shortlist 2006/A5)




